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6) DERIVATE DELLE FUNZIONI FONDAMENTALI

| y=c— y'=0| “Laderivata di una costante é zero”
Dimostrazione
NOTA
f(x)=c (costante) £ = tim SOEM=T0) i €=C i 927 im 00
h—o h h—>0 h h—o0h h—o0

NOTA La frazione 0/h ha senso (e vale 0) solo per h =0, ma un limite non dipende in alcun modo
da cio che succede alla funzione nell’ascissa alla quale si fa tendere la variabile.

|y=x—>y'=1 “La derivata della funzione identica y=x & 1”
Dimostrazione
f(x)=x 0 = lim SCEM=ZT0) o XEN=X e iy 12
h—0 h h—o h h—>oh h-oo

y=x" >y =m"1 conn=23,4,..

Formula per la derivata di una potenza con esponente 2,3,4...
(CHE SI ESTENDERA’ POl A QUALSIASI ESPONENTE REALE)

Dimostrazione

—f(x)=x", ~ n_ . n NOTA1
y="f(x)=x 0= fim LOEM=T00 _ (x+h)"—x"NOT
conn=23 4. h— h h—0 h
(,x/+h/%)[(x+h)n_l+(x+h)n_2x+(x+h)n_3x2+...+x”*1}
= I- —
hTO h
. ) 5 NOTA 2
:hlimo[(x+h)n_ +(x+h)" x+(x+h)" x2+...+x”‘1] = "t
-

NOTA 1: Si puo dimostrare che vale, sia per n pari che per n dispari, la formula
a"-b" =(a- b)(a”_1 +a"2p+a"3p? + .. +ab"? + b”‘l)

NOTA 2: Infatti entro la quadra abbiamo n addendi (per contarli, pensa che gli esponenti di x
vanno da 0 a n—1, quindi i termini in totale sono n), e ciascun addendo tende a x"-1

Osserviamo che la validita della formula si puo pensare estesa anche al caso n=1 (funzione identica y=x)
che era stato trattato precedentemente in modo autonomo.
E la formula “funziona”, volendo, anche nel caso n=0 (funzione costante).
Dimostreremo piu avanti che la formula per la derivazione di una potenza
rimane la stessa che abbiamo scritto sopra addirittura
PER QUALSIASI ESPONENTE REALE (positivo, negativo o nullo), cioé che

y=x*5y'=ax*? -

Ti suggerisco di fissare in mente, e utilizzare fin d’ora se sara il caso, questa importantissima regola.

Per la dimostrazione della formula avremmo potuto anche utilizzare,
al posto della scomposizione in fattori, lo sviluppo del *““binomio di Newton™:

n
N nk,.k n

he —

(x+h)n—xn z(ij X

£ = lim LEEN=FO) _ iy — lim k=0 -
h—0 h h—0 h h—0 h
x"(+anh+ n x”_2h2+...+n>d1H+h”/,<‘{ A+ M 2ht . ™2 4L NOTA3
= lim = lim = X
h—0 h h—0 A

NOTA 3: Infatti entro parentesi quadra tutti gli addendi, tranne il primo, contengono come fattore
una potenza di h con esponente positivo e quindi tendono a zero al tendere a zero di h.
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y=Vx-oy'=om
Dimostrazione:
y=f(x)=x
. fx+h)—f(x) . Jx+h-x Ix+h—Jx x+h+dx
()= lim —==—72 " _ |im 22— " — |im
h—0 h h—0 h hDo h Ixahidx
X+hA . 1 1

hI;Oh(MJr\/_) h—>0\/x+h+\/_ 2/x

Osserviamo che la formula appena stabilita ““va d’accordo” con quella per la derivazione di una
potenza con esponente intero (e di cui avevamo anticipato la validita per qualsiasi esponente reale)

Infatti, scrivendo y =~/x come y= X2 sesi applica formalmente la regola per la derivazione di

una potenza, stabilita nel caso che I’esponente fosse intero: Dx" = nx"", si ottiene
1 1 1

ossia il risultato che abbiamo appena dedotto.
> 2 Ix pp

|y=senx—y'=cosx| giadimostrata in precedenza

| Yy =C0SX —> y'=—senx | la cui dimostrazione é lasciata al lettore

.1
y=loggx—>y =;Iogae

da cui, in particolare, segue la formula di piu frequente applicazione:

1
y=Inx—>y' ==

Dimostrazione
f(x) =logg x

rapp. incrementale _Ay_ T - ) 10ga (x+h)~loga x _ 1 log, *+h_1 |09a(1+ j

AX h h “h

> [ X

1/h 11 1 1
h h\h/x x h\h/x 1 h\h/x
= logy| 1+— =log,| 1+— =log,||1+— =—log,|1+—
X X X X X

1
_ _ . __h _ h\h/x L .
e poiché, al tendere di h a 0, e quindi per —=z chetende a 0, si ha | 1+— = (1+ Z)z — e, otteniamo
X X
. . A 1
derivata= lim ~Y == log,e, CV.D.
h—>0AX X

y=a*—>y'=a’lna

da cui, in particolare, segue la formula di piu frequente applicazione, ossia

y=eX>y'=¢e"

3 x+h _.x aX(a"-1 h
Dirm.: ﬂzf(x+h) f(x):a a” _ ( ):ax
AX h h h h
. ah -1
ed essendo noto che, al tendere diha 0, —— —Ina, avremo

lim Ay _ a*lna, C.V.D.
h—0 AX
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