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L’ INTEGRALE INDEFINITO

9. Integrali immediati

Riassumiamo le puntate precedenti: si dice “INTEGRALE INDEFINITO” di una funzione f(x),

la famiglia di tutte e sole quelle funzioni la cui derivata é uguale a f(X) . Esse sono dette

“le primitive” ( = “antiderivate”) di f(x), e differiscono tutte fra loro per una costante additiva.

Ad esempio, presa la funzione f(x)=cosx, la famiglia delle sue “primitive”, ossia il suo “integrale indefinito”,
é la famiglia costituita dalle infinite funzioni senx+c, ce R.

Infatti tutte, e sole, le funzioni della forma sen X+ c, hanno per derivata cosx.

I simbolo di integrale indefinito e il sequente: jf(x) dx | (leggi: “integrale di f(x) in dx™).

Tale simbolo é stato scelto per via del legame che il teorema di Torricelli-Barrow stabilisce
fra il problema del “calcolo dell’area sotto una curva” (integrale DEFINITO)

e laricerca dell” “antiderivata” o “primitiva” di una funzione (integrale INDEFINITO, appunto).
Poiché, dunque, il simbolo di integrale indefinito indica la FAMIGLIA di tutte le primitive
della funzione f(Xx) (o, se si preferisce: indica la GENERICA primitiva della f(x)),

esso contiene implicitamente una costante additiva arbitraria.

Esempi: fcosxdx=senx+c, I4x3dx=x4+c, j 1 dx =arctgx+c

1+ x?
TAVOLA DEI PRINCIPALI INTEGRALI IMMEDIATI
Formule di derivazione Formule corrispondenti di integrazione
Per derivare una potenza wa+l

occorre moltiplicare per I’esponente  Dx@ = ox21 jx“dx — +¢ (xeR, a=-1)

e abbassare questo di un’unita a+1

a+l
1RGSR '(x)dx:%+c (@ eR, a=-1)

DL (0]" =a[f(0]" - (%) c
_particol?asrg _[f(x). f ‘(x)dx:[f(x)]z te
importante: 2

Dinjx| = | [Lax=In[x+c

100 | [ B gy~ n| £ 0]+

Din|f(x)| = 10 0

DeX =eX jexdx=ex+c

Def() =ef(). f(x) Ief(x)-f'(x)dx:ef(x)+c

Dsenx =cos X J‘COSXdX: senx+c

Dsen f (x) =cos f (x)- f '(x) I[cos f(x)]- f'(x)dx=sen f (x)+c

Dcosx = —senx .[sen X0dX =—cosx+c

Dcos f (x) =—sen f (x)- f (x) j[sen f(x)] f'(x)dx=—cos f(x)+c

1 1
Darcsenx = dx=arcsenx+c

J1-x2 J.\/1—x2

1 . f'(x)

Darcsen f (X) = —————-f '(X) j—dx=arcsen f(x)+c
2
JI-[ (0] JL-[F 0T
Darctgx:1er2 J.1+x2 dx =arctgx+c
1

- T'(x) J‘&dx= arctg f (x)+c

Darctg f (x) = 1+[f(x)]2

1+[f (0]
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OSSERVAZIONI

o Latabella non riporta le formule di derivazione

Darccosx = 1 , Darccotg x = —1%, con le corrispondenti formule di integrazione,
+ X

V1-x2

per il fatto che tali formule differiscono solo per un segno dalle analoghe con arcsenx e arctgx

1
1-x2

dx,

e dunque, dovendo calcolare ad esempio J'

1
1-x?
ma di norma si preferisce, per consuetudine, utilizzare la funzione arcsen.

Idem per la coppia arc tg , arc cotg : si privilegia quasi sempre la prima fra le due.

1

si potrebbe scrivere indifferentemente J' dx = arcsenx+c oppure J'

X

« Non abbiamo riportato neppure le formule Da* =a*Ina — Iaxdx = _I?\ 3+ c

perché, di fronte ad un’esponenziale in base diversa da e,
e sempre possibile passare alla base e, tramite I’identita
aX = exlna

Discorso analogo per le formule con la funzione logaritmica in base diversa da e.

1-x?2

dx =-—arccosx+c,

Qui di seguito riportiamo qualche esempio di applicazione delle formule elencate in tabella.
Nello svolgere gli integrali proposti, abbiamo tenuto conto della “linearita” dell’integrale indefinito:

j[hf (x)+kg(x)]dx:hJ’f(x)dx+kJ’g(x)dx

Esempio 1
5_3 _ 5 3
.[6x $x +5x 2dx=j(6i—ﬂ+5—x—gjdx=
X X X X X

1/3 _2
:I(Gx“ —X—+5—g]dx:j(6x4 -Xx 3 +5—ngx =
X X X

2
=6Ix4dx—jx_§dx+51dx—2j%dx=6£— x 3"

+5x—2In|x|+c =

5 _2
3
1
:gx5—§+5x—2ln|x|+c:gx5—3§/§+5x—2|n|x|+c
3

UN CONSIGLIO DA AMICO

Specialmente nei primi esercizi, & opportuno fare la verifica,
derivando I’espressione ottenuta,
per controllare se si ottiene effettivamente quella che era la funzione integranda.

E cio, non soltanto per essere sicuri che il risultato sia esatto,
ma anche per impadronirsi meglio dei meccanismi psicologici dell’integrazione:
essendo I’integrazione indefinita nient’altro che il processo inverso della derivazione,
in qualche modo si impara ad integrare solo se la mente é allenata a
“tornare-indietro-per-vedere-se-e-giusto”.

=

5 3 _ 2
Verifica di IGX \/iJFSX 2dx=_|'{6x4—x 3+5—§]dx:gx5—33’&+5x—2|n|x|+c :

1 2
D(gx5—3§/§+5x—2|n|x|+cj=£-,§x4—Z/-lx3_1+5—2~ L x4 _x345-2

B B X~ x
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Esempio 2 f(1+x+x2—7x3+ex)dx=x+—+——7—+ex+c
2 3 4
1 2 2 5 3
Esempio 3 jﬁdx=fx2dx=)i—+c=%+ =3 X X2 + =_\/ +c_—x X +C
7_;’_1 —
2 2

Esempio 4 J(sen X —COS X)dX = —COS X —Senx +C

Esempio 5 jsenaxdx

OCCHIO! ATTENZIONE! Questo esercizio non € immediato!

4
. . sen”x
Sarebbe sbagliato scrivere J'sen3x dx = — ¢ !

Infatti I’integrale proposto non e della forma j x%dx,

ma si presenta invece come j[ f(x)]“dx.

Sennonché, quando la base della potenza é una funzione, la formula di riferimento &

" f a+l
j[f(x)] -f'(x)dx:%m

che richiede la presenza, come fattore moltiplicativo, della DERIVATA
della funzione che e alla base della potenza ... ma un tale fattore nel nostro esempio non c’e.

L’esercizio proposto € dungue abbastanza problematico.
Lo si puo risolvere solo con una certa dose di inventiva: vedi qui sotto.

jsen3xdx = Isenzx- senxdx = I(l—coszx)-sen xdx = I(senx—coszxsen X)dx =

s3x

3

= fsen x dx +I(coszx) -(-senx)dx =—cos X + co

[F]-F(x)

+C

In x 1 In x)? In2 x
Esempio 6 J—d —f x-; dx=( 2) +C=—5—+C
f(X)-f'(x)

2X+3 2
Esempio 7 _[de—ln‘x +3X—4‘+C
—_—
f (%)
F0)
sempios 3z 30 =[2 0=l ey =g g+
f (%)
F(x)
1
Esempio 9 JCOS?’XdX -[3 ‘303X dx_3J' 3cosdx  dx =z sen3x+c

f (x) -cos f (x)

Con semplici passaggi analoghi a quelli dell’Esempio 9,
e possibile ricavare le seguenti formule di frequente applicazione:

COS MX g™
I,

senmx
Iemx dX =W+C

jcosmxdx= +C Isenmxdx=—



Esempio 10

Esempio 11

Esempio 12

Esempio 13

Esempio 14

Esempio 15

Esempio 16

Esempio 17

Esempio 18

Esempio 19

19
Iesenx .cosxdx=e>*"%yc  Verifica: D(esenx+c)=esenx-cosx, oK 1!

ef®.11(x)

_[x e dex_—% _2x-e X dx = le‘x2+c
T 1(x)

J' e—x2 dx | E’ stato dimostrato che questo integrale non puo essere espresso
in termini di funzioni elementari.

i . N Lox? .

STOPHL | 4 funzione la cui derivata & e ™% esiste

(anzi, ne esistono infinite, che differiscono fra loro per una costante),

ma non si tratta di una funzione che si possa scrivere combinando fra loro

le “classiche” funzioni algebriche, goniometriche, esponenziali, logaritmiche
ecc.

L = L x =~ B x =~ X )+
e o A e T

f'(x)

1+[ (0]
1 P
_[_4 e L 22 _Loretg3
J'4+9X2dx_.[ 9 2 4f ) 3J' 3 de_earctgzx+c
T X 3y 1+| = x
2 2
NOTAL NOTA2
X Sl e 18x B el 2
Imdx = 8l e ™= In‘4+9x ‘ = 15I(@+9x)

NOTA 1: la derivata del denominatore e 18x;
cercheremo percio di far comparire 18x a numeratore,

onde ricondurci alla situazione j f( ) dx = In|f (x)|+¢

NOTA 2: possiamo SC|ogI|ere le stanghette di valore assoluto perché & 4+9x% >0, ¥x e R

J' J- J‘9X +4— 4 _
avox?  aiod 9 4002
NOTA3
1 41 3
1- dx==|dx—-—|———=dx = Zx-—-Zarctg-x+c=
9I[ 4+9x? J I I4+9x2 9 96 2

1 2
=3 X— ﬁarc tg gx +C NOTA 3: approfittando di un risultato gia acquisito (Esempio 14)

1 i
IT X=
9x“ —6x+1

Y (312 dx = L P
_J'(sx_l)zdx__[@x 1) dx_3j 3(3x-1) adx_3—_l +O= gyt
0] f ()]
-[xllnxdxzj %% dx=In|Inx|+c  Verifica:
L 11 1
1 f(%) D(In[Inx|+c)=1=-D(Inx)=1==, OK!
f(x)
2 2
X“  Cc0s4x 3X°  cos4x
J.(3x+sen4x)dx=3-7— R R
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10. ESERCIZI sugli integrali immediati (o quasi)

1) je—de

2) j X—lzdx

3 [(2+ex)
5 [Uxdx

5) I83X+4dx

2
6) j—x+1dx
2
7 I2x+1dx
3-2x—x2

9) I(l—cosBx)dx

2

10) Il+xx dx
X

11) j L

12) jx(1+ x2)1odx
13) j6X\/1+ x2 dx
14) .|'(4senx—cos 4x)dx

15) jsen X C0s x dx

16a) J'sen2 xdx  Suggerimento: senZX:% 16b) J'cosZ xdx
1) J.1+i'rx2
18) J‘1+);rx2
o I s (0 Lt
200 | 1*;"2 dx
dx
21) T
22) ,[ X dx

V1-4x2
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2
23) | InTde
24) j—'”xzx dx

25) jcosx senx dx

COS X
26) J.senx+1
1
. 1 16
27 dx Suggerimento: = =..
) -[16 + X2 99 16+ x2 X2
1+E

28) j\/lo —3xdx

x-1
29) j—xz o _3dx

30) j#dx

(5x+3)4
3 | 1+(f—ix)2
2) | %
33) I% Suggerimento: e :\/1_(1_12“)(2) =
RISPOSTE

1) —eX+c 2 —%-FC 3) 4x+4ex +%e2>< +c 4 %xz/x—ﬁﬂz 5) %e3x+4 +C
3 1
6) 2In|x+1+c  7) In|2x+1+c  8) —;—2In|x|—x+c 9) X—zsen3x+c

10) In|x|+%x2 +c  11) InV1+x2+c  12) %(1+x2)11+c 13) 2(1+x2)V1+x2 +c

x—senxcosx+c X+ Sen Xcos X

14) —4cosx—%sen4x+c 15) %sen2 X+C 16a) 5 16Db) >

1 1 11 1
= = 4x2 x_= Ny
17) 2arctg2x c 18) 8In(l x) C 19) —x 8arctg2x c 20) L Haxc

21) %arcsen2x+c 22) —%\/1—4x2 +c 23) %In3x+c 24) %In22x+c 25) %senx«/senx+c
26) In(senx+1)+c  27) %arctg% 28) —é(lO—3x)\/10—3x 29) %In‘x2—2x—3‘+c

30) ——*

31) -arctg(l-x)+c  32) —§3(1—x2)2+c 33) —arcsen(l-x)+c
15(5x +3) 4

3
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