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PRIMO INCONTRO COI VETTORI
1. DEFINIZIONE DI VETTORE

Un segmento si dice “orientato” quando ¢ specificato quale dei due estremi A...--‘"'"’B
sia da considerarsi come il “primo estremo” e quale come il “secondo estremo”;
o, il che ¢ lo stesso, quando ¢ specificato quale sia il “verso di percorrenza” del segmento stesso.

Ma quand’¢é che un segmento va pensato “orientato” e quando “non”?

... Beh, lo si capisce dal contesto; oppure, viene dichiarato in modo esplicito.

In “Chi ha paura della matematica?” I’uso del simbolo AB indica tipicamente un segmento NON orientato,
mentre una scrittura tipo AB puo denotare sia un segmento orientato che un segmento non orientato.

Un SEGMENTO ORIENTATO ¢ caratterizzato da
1) un “MODULO?” (in Fisica si dice a volte: “intensita”), che ¢ poi la misura numerica della sua lunghezza
2) una “DIREZIONE?”, che ¢ quella della retta su cui il segmento giace
3) eun “VERSO?”, il suo verso di percorrenza.
L’equipollenza

Due segmenti orientati si dicono Ecco & ¢ una relazione
“EQUIPOLLENTI” se hanno: tre segmenti A_/". D dl(e—ql;ilzlzlsi?ég
e stesso modulo orientati & F simmetrica,
o stessa direzione ~ fraloro transitiva)
e ¢ stesso verso. equipollenti ... E/ nell’insieme
dei segmenti.
Si dice “VETTORE” I’entita astratta ... ed ecco
che rappresenta cio che hanno in comune tutti il vettore v v Si puo scrivere
I segmenti orientati equipollenti ad uno dato. ad essi / v=AB=CD=EF
associato

Se due o piu segmenti orientati sono
equipollenti fra loro, sono dunque
“rappresentanti” di uno stesso vettore.

I1 MODULO del vettore Vv si puo indicare

. Qui
con v (senza il grassetto), oppure con vl . il vettore v
Un “vettore applicato” ¢ quell’entita costituita e stato ./1"
da un punto piu un vettore che si immagina APPLICATO p* Vv
“partire” dal punto stesso (figura qui a fianco). nel punto P
Alcuni testi, per contrassegnare i vettori, non utilizzano il grassetto ma
il corsivo; altri scrivono una freccia in alto, altri ancora una sottolineatura. Simbologie in uso:
Noi useremo il grassetto, la freccia quando il vettore viene indicato - -
tramite uno dei segmenti orientati che lo definiscono, v, V, W, V,

e per il “vettore nullo” il grassetto con freccia.

2. SOMMA E DIFFERENZA DI DUE VETTORI; VETTORI COMPONENTI

Si dice “SOMMA” di due vettori Vv, W il vettore ottenibile in uno qualsiasi
dei seguenti due modi alternativi 1) o 2), fra loro equivalenti:

1) (“REGOLA DEL PARALLELOGRAMMO”)
applicando Vv, W in uno stesso punto O
e prendendo il vettore avente come rappresentante
il segmento orientato che parte da O N w
e termina nel vertice opposto del parallelogrammo .-/{”’
che ha come lati consecutivi Ov, Ow
2) applicando v, w “consecutivamente”,
come illustrato in figura,
e prendendo il vettore avente come rappresentante
il segmento orientato che parte dal primo estremo
del segmento che rappresenta v w

e termina nel secondo estremo 2) ,_/,;/

del segmento che rappresenta W .
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Nelle figure seguenti diamo due esempi di somma fra due vettori che hanno la stessa direzione.
Meglio il metodo 2), in questo caso.
Comunque, in teoria resta valido anche il metodo 1), purché si pensi a un parallelogrammo “degenere”.

v -

II_—-- N ——

—W o W1

L - B e
V+w V+W

Sovente ¢ richiesto di determinare i “vettori componenti” di un vettore dato lungo due certe direzioni.
Si tratta dei due vettori, aventi quelle direzioni, la cui somma sia uguale al vettore assegnato.
Essi si possono ricavare tracciando opportune parallele, come negli esempi che seguono:

.. ed ecco 1 vettori componenti di un vettore

o lungo le direzioni degli assi
lungo le direzioni delle due rette red s ... & i sl Al st E e car s TG,

Ecco i due vettori componenti V,, Vg di un vettore Vv,

Due vettori si dicono “OPPOSTI” se differiscono solo per il verso.

Il vettore opposto di un vettore Vv ¢ indicato col simbolo —V. —
La somma di due vettori opposti ¢ il VETTORE NULLO 0, =
(per meglio rimarcarne la natura, -

in modo che non si confonda col numero zero,
per indicarlo metteremo sempre la freccia),
che ha

o modulo nullo

o direzione e verso indeterminati.

Si dice “DIFFERENZA” di due vettori,

la somma del primo con I’opposto del secondo.
V—W=V+(-w)

Abbiamo visto che per sommare due vettori si pud considerare

un certo parallelogrammo e una certa sua diagonale;

bene, la differenza fra gli stessi vettori

sara rappresentata dall’altra diagonale,
come mostra la figura, nella quale

OA=v OB=w OC=-w
OP=Vv+Ww BA=0Q=Vv+(-w)=v-w

ESERCIZI (risposte a pagina 489)
1) Esegui prima la somma V+W e poi la differenza v—w delle coppie di vettori in figura.

2) Il modulo della somma di due vettori -

¢ uguale alla somma dei loro moduli? W w
3) La differenza di due vettori ¢ quel vettore \

che sommato col secondo permetterebbe v ki v

di riottenere il primo?

4) La somma di due vettori gode
della proprieta commutativa?

5) Si puo effettuare la sottrazione 0—V ?
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3. GRANDEZZE SCALARI E GRANDEZZE VETTORIALI

Una GRANDEZZA si dice “VETTORIALE” o ESEMPI:

quando per rappresentarla occorre un vettore. una forza, o una velocita, o uno spostamento.
Una GRANDEZZA si dice invece “SCALARE” a ESEMPIL:

se per rappresentarla basta un semplice numero, una temperatura, una massa, una distanza,

e non serve (o non ha senso) un vettore. un intervallo di tempo.

E il sostantivo “scalare” ¢ impiegato quando si vuole indicare un numero, in contrapposizione a “vettore”.

4. PRODOTTO DI UN VETTORE PER UNO SCALARE

Si dice v
“PRODOTTO DI UN VETTORE v PER UNO SCALARE «” /

il vettore che ha:

e modulo uguale al valore assoluto di & per il modulo di v
e stessa direzione di v
e stesso versodi V,se a >0, verso opposto a quellodi v se o <0

; e

Se poi & =0, oppure v=0,
il risultato dell’operazione av ¢ il vettore nullo 0. l4/v'

—1.7

ESERCIZIO (risposte a pagina 489)

6) Considera i due vettori V, W in figura, ed esegui le seguenti operazioni:
1

a)2v+3w  b)3v-2w ) V-5W d)%(—3v+w) v
w
Per questo esercizio, giovera tener presente che, ad esempio,

I>operazione 3v—2w pud essere interpretata come somma 3V +(—2w)

PROPRIETA’ della somma di vettori e del prodotto di un vettore per uno scalare

Si puo osservare, e dimostrare, che qualunque siano i vettori U, V, W ¢ i numeri reali «, £,
si ha sempre

V+W=W+V (commutativa)
(U+Vv)+w=u+(v+w) (associativa)

(aB)v =a(pv)

(a+p)v=av+pv (distributiva rispetto alla somma di scalari)

a(v+w)=av+aw (distributiva rispetto alla somma di vettori)

5. VERSORI; VERSORI DEGLI ASSI CARTESIANI; COMPONENTI CARTESIANE

Si dice VERSORE un vettore che abbia MODULO UGUALE A 1.

In un riferimento cartesiano ortogonale sul piano,
i “versori degli assi” sono i due vettori i, j
rappresentati nella figura qui a fianco.

11
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Quando un vettore v
¢ rappresentato come combinazione lineare
dei VERSORI DEGLI ASSI CARTESIANI
V=vxitvy]

1 due numeri reali relativi vy ¢ vy sono chiamati
“le COMPONENTI CARTESIANE” di v.

Si vede facilmente che

le componenti cartesiane di un vettore v
coincidono con le coordinate cartesiane

del punto che sta all’estremita del vettore stesso,
qualora questo venga applicato nell’origine.

Supponiamo poi di avere un vettore,
rappresentato da un segmento orientato AB
1 cui estremi abbiano coordinate

A%, Y € B(X, Y,).

Allora il vettore AB
potra essere scritto come

HS:(Xz_xl)i"'(yz_yl)j ]Ii

vizﬁL_B'=3i+2j=(4—1)i+(ﬁ—4)j

T - T 1 T

Il bello ¢ che le operazioni di somma fra vettori
e di prodotto di un vettore per uno scalare
potranno essere facilmente ricondotte ad operazioni sulle componenti.
Infatti, se v=ai+bj e w=citdj, ese a ¢uno scalare, avremo:
v+w=(a+c)i+(b+d)j av=ocai+tabj

I1 modulo del vettore v=ai+ bj ¢ poi dato dalla formula
v=|v|=ya%+b?|.

RISPOSTE agli esercizi delle pagg. 487, 488

V—w

X

Ad esempio, se
Vv=—4i+5) w=i-7]j
sara:

V+WwW=-3i—-2j
3v=-12i +15]j

V| =16+25 = /a1

V—W

V—W

2) In generale, no! Cio avviene soltanto nel caso i due vettori abbiano ugual direzione e ugual verso

3) Si: a—b=c secesolose c+b=a 4) Si 5) Si,eilrisultato ¢ il vettore —v
6) ; 2V .E:':I
iw S
)
Y Y ' 3V - —

,/Illllw
=T %|—3‘F+Tﬁfl
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6. PRODOTTO SCALARE DI DUE VETTORI

NON deve essere confuso col prodotto di un vettore per uno scalare sopra presentato, che ¢ tutt’altra cosa.
I1 prodotto scalare di due vettori € un’operazione che ha per termini due vettori, e per risultato uno scalare.

Dati due vettori a, b, si dice “prodotto scalare” fra a ¢ b, e si indica col simbolo a-b (leggi: a scalare b)
lo scalare ( = il numero) ottenibile nel modo seguente:

si moltiplica il modulo di a per la misura con segno del segmento
che si ottiene applicando a e b nello stesso punto ¢ proiettando b su a;
misura “con segno” nel senso che si prende
Q segno positivo (+) se tale proiezione ¢ parzialmente sovrapposta ad a,
O segno negativo (—) se tale proiezione sta sul prolungamento di a dalla parte del punto di applicazione.

In Fisica, il “lavoro” € definito come
il prodotto di uno spostamento per

la proiezione (con segno) della forza

b lungo la direzione dello spostamento.

Quindi il “lavoro” W
\ 0 si presta ottimamente a essere definito
> : = #-,  tramite I’operazione di prodotto scalare:
W=s-F=F-s

(piu sotto metteremo in rilievo che
il prodotto scalare ¢ commutativo)

B B

|
b/
i

|
|
|
|
I

(i JI_—|

= H a A H

a~b=a-(+OH)=+a-OH a-b=a-(—OH)=—a-OH

Il prodotto scalare di due vettori ¢ quindi

o >0 sel’angolo a che i due vettori formano ¢ acuto,
0 <0 sel’angolo « che i due vettori formano ¢ ottuso
0 =0 se i due vettori sono perpendicolari (o =90°)

Si potrebbe dimostrare che il valore del prodotto scalare a-OH=b-OK

non cambia se scambiamo il ruolo dei due vettori; B %Or%e S1puo

ossia, se anziché moltiplicare il modulo di a | acilmente dimostrare
: .. &b sua b | pensando che i due

pet fa prolezione con segno _ KL triangoli OAK ¢ OBH

noi moltiplichiamo invece il modulo di b . . sono simili, quindi

per la proiezione con segno di a su b. ' . vale la proporzione

OA:OB = OK:OH
da cui appunto

Percio il prodotto scalare € un’operazione

commutativa: a-b=b-a OA -OH = OB -OK
Si potrebbe pure dimostrare
(vedi pag. 495, secondo riquadro) che B La figura mostra i due vettori
se in un rif. cartesiano ortogonale si ha . T
. - b a=41-]
a=ayltay] o
b=3i+2j

allora sara

Bene, il loro prodotto scalare ¢
I\ a-b=4-3+(-1)-2=12-2=10

Infine (figura a fianco)

la Goniometria insegna che,

detto o I’angolo formato dai due vettori,

risulta (segno compreso!) b
OH =b-cosa .

per cui si ha a o
a-b=abcosa @ Ha A o a

(il prodotto scalare di due vettori In entrambi i casi, si ha, compreso il segno,
¢ uguale al prodotto dei loro moduli, OH=b-cosc.

moltiplicato per il “coseno” (cos)
dell’angolo che i due vettori formano).

!

I

I

I

I

I

|

1
H

= p

Per il “coseno” di un angolo, vedi Trigonometria sul Vol. 2
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7. PRODOTTO VETTORIALE (O PRODOTTO “ESTERNO”)

Il prodotto “scalare” coinvolgeva la proiezione (con segno) di uno dei due vettori nella direzione dell’altro;
il prodotto “vettoriale”, o “esterno”, chiama invece in causa la proiezione di uno dei due vettori
nella direzione perpendicolare all’altro vettore.

A differenza del prodotto scalare, che dava come risultato uno scalare,

il prodotto vettoriale (o “esterno”) di due vettori da come risultato ancora un vettore.

Vediamo.

Dati due vettori a, b, si dice “prodotto vettoriale” fra a ¢ b,

¢ si indica col simbolo axb (silegge: “a vettoriale b” o “a vettore b”; alcuni lo scrivono come aAb),
il vettore seguente:

0 ha come modulo il prodotto del modulo di a
per la proiezione BH (senza segno) del vettore b nella direzione perpendicolare ad a;
si osserva che tale prodotto equivale all’area del parallelogramma individuato dai due vettori a, b,
e che il prodotto vettoriale ¢ nullo qualora i due vettori abbiano la stessa direzione

e e

a-BH =area parallelogrammo

~

I

|

|

I

I

I
b
H

0 H a A 0 a A

0 ha direzione perpendicolare a quella del piano individuato da a e b;
0 ha un verso ottenibile con la cosiddetta “regola della mano destra”, illustrata dalla figura qui sotto.

Al prodotto vettoriale ¢ stata assegnata
per definizione direzione perpendicolare
axb + al piano individuato da a, b
in maniera che, procedendo a ritroso,
A dalla direzione di axb sia possibile
\ risalire al piano che contiene i due vettori,
il verso convenzionale dato dalla
k. “right hand rule”, infine, permette,
b a partire dalla conoscenza di axb,
di ricostruire la posizione spaziale
di a rispettoa b.

In Fisica, incontriamo ad esempio il prodotto vettoriale nella definizione di “momento di una forza”.

E’ facile rendersi conto che scambiando 1’ordine dei due vettori,
il modulo del loro prodotto vettoriale rimane invariato mentre cambia il suo verso.

Percio il prodotto vettoriale ¢ un’operazione anticommutativa: axb =—-bxa

Dalla Goniometria si sa che

(figura a fianco)

detto o I’angolo formato dai due vettori, !

risulta (segno compreso!) LY
BH=b-sena !

per cui si ha oYy
|axb|=absena H

(}1 modulo del prodotto vettoriale di due vettori In entrambi i casi, si ha, compreso il segno,
¢ uguale al prodotto dei loro moduli,

moltiplicato per il “seno” (sen) BH=b-sena .
dell’angolo che i due vettori formano). Per il “seno” di un angolo, vedi Trigonometria sul Vol. 2

b

\ O
o a

a ™A

IH------g

=4
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8. PRODOTTO “MISTO”
Dati tre vettori a, b, ¢, il loro “prodotto misto” ¢ il risultato dell’operazione
(axb)-c.
axb da come risultato un vettore, perpendicolare al piano individuato da a, b ;
tale vettore, moltiplicato scalarmente per C, da infine come risultato uno scalare.

(axb)-c ¢ dunque uno scalare, positivo, negativo o nullo.
La figura qui sotto mostra che il valore assoluto di tale scalare equivale

al volume del parallelepipedo individuato dai tre vettori a, b, c,
oppure, il che ¢ lo stesso, a 6 volte il volume del tetraedro individuato dagli stessi vettori.

s (a>< b)-C =

=|axb|-OH =

= area base-KC =
=volume parallelepipedo

In quanto al segno di (axb)-c, esso sara positivo se a, b, ¢ formano, nell’ordine,
una terna tale che 1 tre vettori possano essere immaginati

rispettivamente come ’indice (a), il medio (b) e il pollice (¢) di una mano destra;
negativo in caso contrario.

Ritornando al valore assoluto di un prodotto misto, questo non dipende

O né dall’ordine con cui vengono presi i 3 vettori,
o e nemmeno dall’ordine in cui vengono effettuate le operazioni di prodotto scalare e prodotto vettoriale.

Il prodotto misto di tre vettori ¢ uguale a 0

se e solo se

i tre vettori sono complanari.

Proprio per questo, nella geometria in tre dimensioni,
il prodotto misto viene utilizzato per fare il

“test di complanarita”,

approfittando anche del fatto che,

come si potrebbe dimostrare, dette

ay, ay, az
le componenti di a rispetto alla terna dei versori degli assi
di un riferimento cartesiano ortogonale nello spazio
(approfondimenti al paragrafo successivo),
e analogamente per b, c,
si ha la comoda espressione seguente,

che fa uso di un determinante del 3° ordine: azaxi+ayj+azk ay ay a
Cx Cy €
a=i—j+2k 1 =1 2

Adesempio,se b=4i-3j , ¢ (axb)-c=|4 -3 0|=.=+13

c=j+5k 0 1.5
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9. RIFERIMENTI CARTESIANI NELLO SPAZIO TRIDIMENSIONALE

Abbiamo menzionato per un attimo, parlando di “prodotto misto”, i riferimenti cartesiani in 3 dimensioni.

Nello spazio tridimensionale € possibile fissare un riferimento cartesiano

scegliendo un punto O che faccia da *“origine” comune per tre “number lines”,

le quali in genere vengono prese ortogonali ( = perpendicolari) a due a due,

e tali che i rispettivi versori i, j, k formino una terna per cui ixj=Kk

(terna “levogira”: un osservatore posto con i piedi in O e con la testa rivolta nel verso di k
vede che il vettore i, per sovrapporsi al vettore j tramite una rotazione <180°,
deve ruotare in verso antiorario).

Gli assi aventi le direzioni di i, j, k vengono detti rispettivamente

“asse delle ascisse”, “asse delle ordinate” e “asse delle quote”,

e associati (di norma) ai simboli x, y, z.

Ogni punto dello spazio tridimensionale sara individuato da una terna di coordinate (X, y, z)

dette, rispettivamente, la sua “ascissa”, la sua “ordinata” e la sua “quota”.

z
H
K I 7
* y X, Per un punto P(x, y, z):
* & |
S e *P(x)y. 2) e Iascissa x & la distanza (con segno) dal piano yz,
l k“ Lo e I’ordinatay é la distanza (con segno) dal piano xz
e - ! ¥ e elaquotazé ladistanza (con segno) dal piano xy.
| . ! -
! ] |
i1 L
5

In un sistema Oxyz siffatto:

o laformula per la distanza fra due punti P, e P, & d = \/(xz - xl)2 +(y, - yl)2 +(z, - 21)2

Q un’equazione di 1° grado nelle tre variabili x, y, z (ax+by+cz+d =0) individua un piano
(ad esempio, i tre piani coordinati xy, xz, yz hanno rispettivamente equazioni: z=0, y=0, x=0)

o un’equazione della forma z = f(x,y), che esprime una funzione in due variabili
(=2 variabili indipendenti x, y e, ovviamente, z come variabile dipendente) individua una superficie.

Ecco, ad esempio,
nell’immagine qui a fianco,
un abbozzo del grafico

//"\\ della funzione di 2 variabili
4
A0 7=f(Xy) =t
///;;;%“"\‘(\ - X2 +y2+1
//I,' }‘ N
NN o .
'::'fll":'i‘.f‘o‘o‘«:‘\\\‘» R La figura é stata tracciata
Rt AN L X
n.:olgo,o, ?" SRS utilizzando il freeware
<X

Winplot di Richard Parris
rparris@exeter.edu
http://math.exeter.edu/rparris
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10. ESERCIZI

1) Con riferimento alle figure seguenti, disegna v+w e v—w e calcola v-w e il modulo di vxw.
Il lato di ciascun quadretto misura 1.

a) b) c)
v
=il -
¥ W
W
d)
'
W
v

2) Su di un piano cartesiano, i e j sono i versori dell’asse x e dell’asse y rispettivamente.
Sono dati i vettori a=-3i+2j, b=i-4j. Determina il valore

a)dia+b b)dia-b c)di-a d)di2a e)dia-b f)delmodulodi axb g)dia-a
3) Stessi quesiti dell’esercizio 2) per a=i+J b=i-]
4) Stessi quesiti dell’esercizio 2) per a=12i -5, b =-i

5) Da www.mathsisfun.com:
You can add two vectors

by simply joining them b b+a=at+b 3
head-to-tail: a
... And it doesn't matter a
which order you add them, a+b b

you get the same result.
Se si considera un triangolo ABC e i tre vettori AB, BC, CA , sommandoli si otterra sempre ...

6) | vettori a=3i+5j; b=10i—6j sono fra loro ortogonali ( = perpendicolari).
Come lo si puo dimostrare?

7) Se a=ayi +ayf, b=byi+byj,

a che condizione devono soddisfare i 4 coefficienti affinché a, b siano paralleli?
8) 1l modulo del vettore v =ai+ bj si puo calcolare facendo v = \/m. Dimostra questa formula.
9) E” vero che, qualunque sia il vettore v, si ha sempre |v|=+/v-v?
10) Scrivi I’espressione che fornisce il versore avente la stessa direzione e verso del vettore a =7i — 24j
11) Dimostra che i tre vettori a=i+j+k, b=1i-j+3k, ¢=3i—j+7k sono complanari.

12) Riconosci quali fra le seguenti sono terne di vettori complanari:
a)a=i+j b=i+k, c=j+k b)ya=i-jb=j-k c=-2i+5]-3k c)a=-k b=i+}c=i+j+k

13) Quanto misura il volume del tetraedro individuato dai tre vettori seguenti?
a)a=i+j b=i+k, c=j+k b)a=6i, b=j+3k, c=j+2k

14) Se i, j, k & una terna ortonormale levogira, allora
a) jxk=.. by kxj=.. c)k-j=.. d)(ix]j)k=..

15) Se A, B sono due punti di un piano, qual & il luogo dei punti P del piano per i quali AP-AB =07?


http://www.mathsisfun.com/
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16) Verifica con ragionamenti ed esempi la validita delle proprieta illustrate nello specchietto che segue.

PROPRIETA’ DELLE OPERAZIONI DI PRODOTTO SCALARE, ESTERNO, MISTO

Prodotto SCALARE Prodotto ESTERNO

a-b=b-a (commutativa) axb=—(bxa) (anticommutativa)
(a+b)-c=a-c+b-c (distributiva) ax(b+c)=axb+axc (distributiva)
(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d (distr. gen) (aa)xb=ax(ab)=a(axb)
(za)-b=a-(ab)=a(a-b) mentre NON vale la proprieta associativa

Prodotto MISTO: (axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b; (axb)-c=a-(bxc); (axb).c=-(bxa)-c

Le proprieta del prodotto scalare ci consentono di dimostrare che, se i, j sono i versori
di un riferimento cartesiano ortogonale, allora vale una formula notevole ed elegante.

Essendo i-i=1 j-j=1e (poichéi L) i-j=0,j-i=0 siavra [a-b]=(ayi+ayj)-(bi+byj)=
=aybyi-i+aybyi-j+raybyj-i+aybyj-j=ayby-1+ayby-0+ayby-0+ayby-1=jaby+ayby

RISPOSTE
1c)
| ‘F_W |
— —
—
V+W

1d)

V-W=0 |[Vxw|=25 V-W=W-V =21 [vxWw|=28
2)a) a+b=-2i-2j b) a-b=-4i+6j c) a=3i-2j d) 2a=-6i+4i e)a-b=-11
f) |axb| =10 (bastera fare un disegno coi vettori applicati nell’origine ...) g) a-a=13
3)a)a+b=2 b)a-b=2j c)-a=-i-j d)2a=2i+2j e)ab=0 f)Jaxb|]=2 g)a-a=2
4)a) a+b=11i-5j b)a-b=13i-5j c) -a=-12i+5j d)2a=24i-10j e)a-b=-12
f) Jaxb|=5 @) a-a=169
5) AB+BC+CA=0

6) Ad esempio, calcolandone il prodotto scalare e verificando che e nullo: 3-10+5-(—6)=0; oppure
disegnando, e verificando che i coefficienti angolari delle due direzioni sono fra loro antireciproci.

7) Le due coppie (ax,ay) e (bx, by) devono essere proporzionali:
una di esse deve potersi ottenere moltiplicando I’altra per un opportuno fattore.

8) Basta applicare il vettore nell’origine O. La punta della freccia sara il punto P di coordinate (a,b) .
Ma calcolando la distanza OP si trova proprio I’espressione in questione.

9) Si  10) Il modulo del vettore a e 25. Allora il vettore Zis(?i —24j) ¢ il versore richiesto.

11) Basta calcolare il valore del prodotto misto attraverso un opportuno determinante del 3° ordine:
lo si trovera uguale a 0. Anche: si pud notare che risulta ¢ = a+ 2b, da cui la complanarita.

12)a) No b) Si c) Si 13)a) 1/3 b) 1 14 a)i b)y-i c¢)0 d)1

15) E’ la retta di quel piano perpendicolare ad AB e passante per A.
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